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Losung zu Aufgabe 2

Wir rekapitulieren zuerst kurz die Funktionsweise des unmodifizierten Algorithmus mit
Laufzeit O(1.8393").

Die Eingabe ist eine Formel ® € 3KNF iiber n Variablen {z1,...,z,}. Wie iiblich gehen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon aus, dass jede Klausel jede Variable
hochstens einmal enthélt, egal ob negiert oder nicht. Der Algorithmus wéhlt eine beliebige
Klausel C' von .

Nehmen wir zundchst an, dass die Klausel drei Literale enthélt, also C' = (1 V f5 V (3).

Wir betrachten dann die folgenden drei partiellen Belegungen von ®:
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Fiir jede partielle Belegung a; bezeichnen wir mit ®[«;] die Formel, die entsteht, wenn
man aus ® alle Klauseln 16scht, in welchen «; mindestens ein Literal auf 1 setzt, und in
den verbleibenden Klauseln die Literale 16scht, die «; auf 0 setzt. Falls eine KNF-Formel
ohne Klauseln entsteht, dann ist diese erfiillbar. Falls eine KNF-Formel mit einer leeren
Klausel (also einer Klausel ohne Literale) entsteht, dann ist diese unerfiillbar.

In der Standardversion bentitzt man nun einfach die Tatsache
derfilllbar <= ®[ay] oder ®|as] oder ®[ag] erfiillbar. (1)

Dies fithrt in dem Rekursionsschritt zu einer Verzweigung in drei Teilformeln, die jeweils
mindestens 1, 2, und 3 Variablen weniger enthalten als ®. Falls C' nur zwei Literale enthalt,
kommt es analog zu einer Verzweigung in nur zwei Teilformeln mit mindestens 1 und
2 Variablen weniger; falls C' nur 1 Literal enthéalt, wird die Berechnung auf eine einzige
Teilformel mit mindestens einer Variablen weniger zuriickgefiihrt.

(a) Die gewdhlte Klausel C einer 3KNF-Formel besteht aus hochstens 3 Literalen. In
einer (partiellen) Belegung o fiir diese Klausel gibt es die folgenden drei Moglichkeiten



fur jede Variable z in den hochstens 3 Literalen: (i) « wird durch ¢ nicht belegt, (ii)
x wird durch o mit 0 belegt, (iii) « wird durch ¢ mit 1 belegt. Es gibt also hochstens
3? (partielle) Belegungen fiir die gewihlte Klausel C. Fiir jede solche Belegung o
kann man durch einfache Anwendung der Definition in Zeit O(k) prifen, ob sie
autark ist, wobei k € O(n?) die Anzahl der Klauseln bezeichnet. Falls es eine autarke
Belegung o fiir die Klausel C' gibt, dann gilt

O erfillbar <= ®[o] erfiillbar. (2)

Um (2) zu beweisen, zeigen wir zwei Implikationen. Falls ®[o] erfiillbar ist, dann
ist offensichtlich auch ® erfiillbar. Nehmen wir nun an, ® sei erfiillbar. Dann gibt
es eine Belegung «, die ® erfiillt. Wir zeigen, dass die Belegung o auch die Formel
®[o] erfilllt. Da die Belegung o autark ist, erfillt sie alle Klauseln von @, die eine
Variable von C' enthalten. Somit besteht ®[o] aus einer Teilmenge unmodifizierter
Klauseln von @, die dann jeweils durch « erfiillt sind, da sie auch in ® vorkommen.

Falls es eine autarke Belegung o gibt, dann berechnet der modifizierte Algorithmus
die einzige Teilformel ®[o]. Sonst berechnet der modifizierte Algorithmus dieselben
Teilformeln @[], ®[as] und @[] wie der urspriingliche Algorithmus.

Die Korrektheit des modifizierten Algorithmus folgt aus (1) und (2). Die Teilformeln
®[o] sowie ®[oy;] konnen in Zeit O(k) berechnet werden. Alle Teilformeln fiir einen
Knoten des Suchbaums kénnen somit in Zeit O(k) € O(n?) berechnet werden.

Nehmen wir an, dass die Formel ® aus n > 4 Variablen besteht. Falls es eine autarke
Belegung o fiir die gewéhlte Klausel C' in der Formel ® gibt, dann wird lediglich
eine Teilformel ®[o] mit hochstens n — 1 Variablen (da keine durch o belegten
Variablen in ®[o] vorkommen) berechnet. In diesem Fall gilt 7'(n) < T'(n — 1) und
T'(n) <T(n-1).

Sonst werden bis zu drei Teilformeln ®[ay], fir i € {1,2,3}, berechnet, wobei «;
genau ¢ Variablen belegt. Nach Annahme ist keine der drei Belegungen «; autark.
Deshalb gibt es fiir jede Formel ®[a;] eine Klausel C; von @, in der mindestens eine
Variable durch «; belegt ist, die durch «; jedoch nicht erfillt wird. Falls alle Variablen
in C; durch a; belegt sind, dann wird aus C; eine leere Klausel in ®[a;]. Deshalb ist
®[a;] in diesem Fall unerfillbar und der Suchbaum wird in einem Blatt mit ®[o;]
abgebrochen. Sonst wird aus C; eine Klausel mit hochstens 2 Literalen in ®[o]
(da die durch «; belegten Variablen geloscht werden). Jede Teilformel ®[c;] enthélt
somit eine Klausel mit hochstens 2 Literalen. Ausserdem enthélt die Teilformel ®[o;]
héchstens n — ¢ Variablen, da keine durch «; belegten Variablen in ®[o;] vorkommen.
Damit folgt, dass T'(n) < T'(n — 1) +T"(n —2) + T"(n — 3) gilt.

Falls die Formel ® mindestens eine Klausel enthélt, die aus hochstens zwei Literalen
besteht, dann besteht die gewahlte Klausel C' ebenfalls aus hochstens zwei Literalen
(da immer eine Klausel mit der kleinsten Anzahl der Literale gewéhlt wird). Somit
werden nur bis zu zwei Teilformeln ®[w;], i € {1, 2}, berechnet und mit ¢ € {1, 2}
folgt nun, dass T'(n) < T'(n— 1) + T'(n — 2) gilt.

Je nachdem, ob es eine autarke Belegung fiir die gewahlte Klausel C' gibt oder
nicht, haben wir Abschiatzungen T'(n) < T(n — 1) und T'(n) < T(n — 1) bzw.
Tn) < T n—-1)+T(n—-2)+T'(n—-3)und T"(n) < T'(n—1)+T"(n — 2)
hergeleitet. Daraus folgt

Tn) < max{T'(n—1), T"(n—1)+T'"(n—2)+T"(n—3)},
T'(n) < max{T(n—1), 7" (n—1)+T"(n—2)}.



(c) Wir beweisen die Abschatzungen T'(n) < 3-¢" und 7"(n) < 2 - ¢" per Induktion.

Aus T'(n) =T'(n) =1 fiir n < 3 folgen sofort die Abschatzungen 7'(n) < 3 - ¢"™ und
T'(n) <2-¢" fir n < 3.
Sei nun n > 4 beliebig. Als Induktionsannahme nehmen wir an, die Abschatzungen

gelten fiir n — 1, n — 2 und n — 3. Wenn wir diese Induktionsannahme in die
Abschéatzung aus Teilaufgabe (b) einsetzen, erhalten wir

max{3 - ¢" 1, 24" 429" 2 42 63}
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Aus ¢? = ¢ + 1 folgt, dass ¢" = ¢" 1 + ¢" 2 und ¢" ! = ¢"2 4+ ¢" 3. Daraus folgt

max{3 . ¢n—1’ 2. (bn_l +2. ¢n—2 + 2. ¢n—3} = 4. ¢n—17
max{3-¢" ! 2.¢" 1 +2.¢" 2} = max{3-¢" 1, 2.¢"}.

Schliesslich tiberpriifen wir erfolgreich, dass
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Nach Teilaufgabe (c) besteht der Suchbaum des modifizierten Algoritmus fiir eine
Formel ® mit n Variablen aus T'(n) < 3-¢™ Blattern. Jedes Blatt hat héchstens n Vor-
génger in dem Suchbaum, da jede Teilformel weniger Variablen als die urspriingliche
Formel hat. Somit gibt es insgesamt hochstens T'(n) - (n+1) Knoten in dem Suchbaum.
Da die Teilformeln fiir einen Knoten des Suchbaums in Zeit O(n?®) berechnet werden,
lauft der modifizierte Algorithmus in Zeit O(T'(n) - n*) C O*(T'(n)) C O*(¢™).



