ETH

Algorithmen
Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich und Didaktik Y\ rﬁ)

Swiss Federal Institute of Technology Zurich

Algorithmik fiir schwere Probleme
Herbstsemester 2025

Prof. Dr. Dennis Komm
Dr. Hans-Joachim Bdckenhauer
Dr. Richard Kralovi¢

Ubungsaufgaben — Blatt 11
6. Mai 2025

In der Vorlesung wurde ein Approximationsalgorithmus fir das Set-Cover-Problem erwahnt,
der in polynomieller Zeit lauft. Er wird in der Derandomisierung von Schénings Algorithmus
verwendet werden. Der Algorithmus ist ein einfacher Greedy-Algorithmus, der in jedem Schritt
eine Menge so wahlt, dass moglichst viele neue Knoten abgedeckt werden. In dieser Aufgabe
werden wir die Approximationsgiite dieses Algorithmus herleiten.

Eingabe : Eine endliche Menge U und eine Familie F C 2V mit U = g7 S.

1 Algorithmus GREEDY-MIN-SCP:

2 C « 0;

3 Ufree < Ua

4 while Up... # 0 do

5 wahle ein S € F, sodass |\S N Upee| maximal ist;
6 Ufree — Ufree\S ;

7 C+ CU{S}

8 end

9 return C;

Sei C = {S1,...,Sk} die Menge, die der Algorithmus liefert, wobei S; im i-ten Durchlauf der
Schleife gewahlt wird. Wir definieren

als die Menge der Knoten, die von S; neu abgedeckt werden. Fir € D¢; und 7' C U definieren
wir ausserdem das Gewicht

1
we(z) = @, we(T) = Z we ()

zeT
(a) Zeigen Sie, dass |C| = we(U).

(b) Sei S € F. Wir schreiben S = {x1,...,2;}, wobei wir die Nummerierung der Elemente so
wahlen, dass x; im Algorithmus nicht nach x;,; abgedeckt wird. Zeigen Sie, dass

Wel\T; —_—.
C\Lyj =7 j 1



(c) Sei nun C,p eine optimale Losung fiir die Instanz und sei Sp.x eine Menge maximaler
Grosse in F. Zeigen Sie, dass

IC] < [Copi| - har([Smax])
wobei har(n) = >>i; + die n-te harmonische Zahl ist.

(d) Zeigen Sie, dass der Algorithmus eine In(n)-Approximation erreicht fir n = |U| - | F|, falls
|F| > 3. Wieso kénnen wir annehmen, dass |F| > 37

(e) Uberpriifen Sie schliesslich, dass die Laufzeit des Algorithmus in O(n®/2) ist fiir n = |U|-|F|.

Abgabe: Bis Dienstag, den 13. Mai 2025, nach der Vorlesung per E-Mail an den Ubungsgruppenleiter Moritz
Stocker.
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Uufgab 12

I de Vorlisig isch en Approximationsalgorithmus fiir’s Ménge-Uberdeckigs-Problem erwihnt
worde, wo i polynomieller Ziit lauft. Mir bruuched en denn i de Derandomisierig vom
Schoning siim Algorithmus. De Algorithmus isch eigentlich eifach en giirige Algorithmus,
wo i jedem Schritt e Méangi soo wahlt, dass moglichscht vill neui Chnoote abdeckt werded.
I dare Uufgaab tiimmer dApproximationsgiieti vo dem Algorithmus hérleite.

Eingabe: En dndlichi Méngi U und e Familie F C 2V mit U = Uger S.

1 Algorithmus GREEDY-MIN-SCP:

2 C « 0;

3 Ufree A U7

4 while Up. # 0 do

5 wahl es S € F, so dass |S N Ugee| maximal isch;
6 Ufree — Ufree\S )

7 C+ CuU{Sk

8 end

9 return C;

Es sig C = {51,..., Sk} dMéngi, wo de Algorithmus uusgit, und zwar so, dass S; im i-te
Durchlauf vo de Schleife gwéhlt wird. Mir definiered

als dMangi vo Chnoote, wo vo .S; neu abdeckt warded. Fir z € D¢, und T C U definiered

mir ussertdem no {

we(z) = ——, we(T) = we(x).

|Dc7i| 7 xeT
(a) Zeiged Si, dass |C| = we(U).
(b) Essig S € F. Mir schriibed S = {zy,...,2;} und wihled debii dNummerierig eso,
dass z; im Algorithmus néd nach z;;; abdeckt wird. Zeiged Si, dass

1



(c) Es sig jetzt Cope en optimali Loosig fiir dInschtanz und es sig Smax € Méngi vo
maximaler Grossi in F. Zeiged Si, dass

ICl < [Copt| - har ([ Smax]) -
Dadebii isch har(n) = 7, + die n-ti harmonischi Zahl.

(d) Zeiged Si, dass de Algorithmus e In(n)-Approximation erreicht fir n = |U| - | F|,
wann |F| > 3. Wiso chémmer devo uusgaah, dass |F| > 37

(e) Uberpriifed Si schlussendlich, dass dLaufzeit vom Algorithmus in O(n?/?) isch fiir
n=|U|-|F|.

10 Punkte

Abgaab: Bis am Ziischtig, em 13. Mai 2025, nach de Vorlesig per E-Mail an Uebigsgrup-
peleiter Moritz Stocker.
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