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Aufgabe 9

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. G heisst Split-Graph, falls wir die Knoten in eine
Clique und ein Independent-Set aufteilen konnen, das heisst, wenn V' = C'\J I, wobei G[C]
ein vollstdndiger Graph ist und G[I] keine Kanten enthélt. (C, I) heisst dann eine Split-
Partition von G. Wir betrachten nun das Problem SPLIT VERTEX DELETION (SVD).
Eine Losung fir die Instanz G' = (V, E)) besteht aus einer Teilmenge S C V, sodass G[V'\S]
ein Split-Graph ist. Die dazugehorige Schwellensprache ist

Langgyp = {(G, k) |G = (V, E) ist ein Graph, k € N,35 C V,|S| < k,
G[V\S] ist ein Split-Graph.}

Wir entwerfen nun mithilfe iterativer Kompression einen k-parametrisierten Algorithmus
fir Langgyp, wie wir es fiir VERTEX-COVER gesehen haben.

(a) Sei G = (V, E) ein Split-Graph. Zeigen Sie, dass G hochstens O(|V]?) unterschiedliche
Split-Partitionen hat. (Tatséchlich gibt es davon sogar hochstens |V| + 1.)

Sie konnen im Folgenden annehmen, dass es nicht nur polynomiell viele Split-Partitionen
gibt, sondern dass man auch in polynomieller Zeit alle diese Partitionen generieren kann.

(b) Das folgende Problem entspricht dem Problem DISJOINT-VERTEX-COVER im Al-
gorithmus fiir VERTEX-COVER. Gegeben sei eine natiirliche Zahl r € N, sowie ein
Graph H = (V,E) und eine Teilmenge T" C V, sodass H[T] und H[V\T] Split-
Graphen sind. Sei zudem eine Split-Partition (Cy, Iy) fur H[T]| gegeben. Zeigen Sie,
dass wir in polynomieller Zeit eine Losung X fur H finden konnen, sodass | X| < r,
X NT =0 und es eine Split-Partition (Cx, Iy) von H[V\X] gibt mit Cyp C C'x und
Iy C Ix, oder schliessen konnen, dass es kein solches X gibt.

Hinweis: Betrachten Sie eine Split-Partition (Cy, I;) von H[V\T]. Wie gross kénnen
CiNIx und I; N Cx sein?



(c) Sei G = (V, E) ein Graph und S C V eine Losung fiir G mit |S| = k + 1. Zeigen Sie,
dass wir in Zeit polynomiell in |V eine Losung S’ fir G mit |S’| < k finden konnen,
oder entscheiden konnen, dass es keine solche Losung gibt.

Hinweis: Betrachten Sie mogliche Schnittmengen Y = S N S” und den Graphen
H=G[V\Y].

(d) Beschreiben Sie einen k-parametrisierten Algorithmus fiir Langgyp.

10 Punkte

Abgabe: Bis Dienstag, den 15. April 2025, nach der Vorlesung per E-Mail an den
Ubungsgruppenleiter Moritz Stocker.
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