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Losung zu Aufgabe 4

(a) Wir betrachten den folgenden Algorithmus P-MP fiir MINIMUM PARTITION:

Eingabe: ay,as,...,a, € Nmit ay > ay > --- > a,, € > 0.
Schritt 1: k := [ﬂ

Schritt 2: Fir jede Menge S C {1,...,k}:
Schritt 2.1: [ := S,
J=A{1,... k} = 5S;
ST =3 er ai;
ST = Yies i
Schritt 2.2:
fori:=k+1ton
if ST <SJ
then [ :=1U{i}; SI:=SI+gq
else J:=JU{i}; SJ:=5J+a,
Schritt 2.3: Die jeweils bisher beste Losung I wird gespeichert.
Ausgabe: Diejenige Menge I aus Schritt 2 mit den geringsten Kosten.

(b) Schritt 1 kann man in O(1) durchfiihren. Die Anzahl der Teilmengen S in Schritt 2
ist 2¥. Wenn man die Mengen in geeigneter Reihenfolge aufzihlt, dann kann jede
Menge in O(1) aus der vorangegangenen Menge konstruiert werden. Das Erweitern
einer Menge S zu einer Losung ist in O(n) moglich. Wegen n > k folgt

Timep_yp(n) < (’)(Qk . n) = (9(2 H n) .

..........

beiden Teillosungen nach dem Verteilen der Zahlen a4, ..., a;, fir ¢« > k. Insbeson-

dere ist dy der Wert vor dem Starten der Greedy-Strategie. Aufgrund der Greedy-
Vorgehensweise gilt fiir ¢ > k:



(d)

1. Falls a; < d;_4, so ist in der kleineren Summe Platz fiir a;, ohne dadurch die
bisher grossere zu iibertreffen, also ist d; = d;_1 — a;.

2. Sonst wird die kleinere Summe zur grosseren. Es folgt a; = d;_1 + d; > d;.
Wir zeigen per Induktion iiber t = j — ¢, dass, falls a; > d; fiir ein ¢ > k gilt, dann
auch a; > d; fiir alle j > ¢ gilt.

Fir t = 0 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen jetzt an, dass die Behauptung fiir
alle 0 <t <t gilt und zeigen sie fiir ¢t + 1. Wir unterscheiden die zwei Fille aus
Aufgabenteil (c): Falls a;y 11 > digi1, gilt auch a; > aj401 > diperr, weil die
a; absteigend sortiert sind. Andernfalls gilt d; ;1 = djvy — a;1¢ < diyy, und die
Behauptung folgt direkt aus der Induktionsannahme.

Falls n < k, findet P-MP stets die optimale Losung. Es sei im Folgenden also n > k.
Sei Opt die optimale Losung. Sp = Opt N {1,..., k} wird als Startmenge von P-MP
verwendet und per Greedy-Strategie zu Ip aufgefiillt. Wir betrachten im Folgenden
diese Losung 1.

Falls 377, 1 a; < di, so werden alle Zahlen agy1,...,a, von der Greedy Strategie
zu der gleichen Summe hinzugefiigt, und dies ist offenbar auch die optimale Losung,
d.h. Ip = Opt. Andernfalls tritt Fall 2 aus Aufgabenteil (c) fireini € {k+1,...,n}
auf und es folgt

dp < a; < apgr - (1)

Ausserdem folgt aus a1 > as > -+ > agy1, dass
<t v (2)
a — ) a;.
k1S Z j

Die Kosten der berechneten Losung I lassen sich berechnen als

1 n
cost(lp) = 3" (dn + Zaz) )
i=1

Damit erhalten wir

Yhiaj+d, Y a4 g L\ 2o ay
cost(lp) = =2 <= < (1 + > !
( O) 2 D) 2 (2) k—+1 2
1
< (1 + P 1)Cost(0pt),

da die optimale Losung mindestens die Hélfte der Gesamtsumme kostet. Weil I
eine der von P-MP konstruierten Losungen ist, gilt insgesamt

14 - )cost(Opt 1
1+ gi)oostl ):1+———§1+e.
cost(Opt) E+1

Rpp <



Losung zu Aufgabe 5

Die Idee unseres Greedy-Algorithmus App-MSKP ist, den Rucksack mit vielen Exemplaren
der kleinsten Sorte zu fiillen, ausser wenn nur ein Objekt in den Rucksack passt.

Eingabe: Positive ganze Zahlen wq, ..., w,,b, mit w; <b,...,w, <b.

1. Sortiere alle w; absteigend (0BdA sei danach b > wy > -+ > wy,).
2. if w, > b2

a1 =1, ay := =aqa,:=0
else
ap =+ :=a,_1:=0und a, := [b/w,].

Ausgabe: (aq,...,a,).

Nun zeigen wir, dass App-MSKP ein polynomieller 1.5-Approximationsalgorithmus ist.

Die Laufzeit ist durch das Sortieren im ersten Schritt beschréankt, da im zweiten Schritt
nur linear viele Wertzuweisungen stattfinden. Die Laufzeit ist also in O(nlogn). Wenn
man statt zu sortieren nur das grosste und das kleinste Objekt sucht (die anderen werden
nicht bendotigt), geht das sogar in Linearzeit.

Die Approximationsgiite kann folgendermassen bestimmt werden: Falls w,, > b/2, sind alle
Objekte grosser als b/2, also kann nur eines einmal eingepackt werden, und es ist optimal,
das grosste einmal zu nehmen. Das tut der Algorithmus in diesem Fall.

Falls b/2 > w, > b/3, so ist a, := [b/w,] = 2 und somit a,w, > 2b/3. Der Wert der
optimalen Losung Opt ist nach oben beschriankt durch die Kapazitdt b des Rucksacks, also
ist die Giite der berechneten Losung in diesem Fall

Opt b b 3
< < = —.
cost(ay,...,a,) ~ apw,  2b/3 2

Falls schliesslich w,, < b/3, so bleibt im Rucksack weniger als w,, Platz frei, denn sonst
hétten wir das Objekt der Grosse w,, noch ein weiteres Mal eingepackt. Also ergibt sich
auch in diesem Fall eine Approximationsgiite von

Opt b b b 3

< < = —.
cost(al,...,an)<b—wn_b—b/3_2b/3 2

Somit ist App-MSKP ein 3/2-Approximationsalgorithmus.



